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Algoritmo reduz limite de incerteza naresolucdo do teorema de

Ramsey, maior avanco em 88 anos no estudo desse problema

Marcos Pivetta |

m 16 de marco passado, trés semi-
narios foram ministrados de forma
coordenada e quase simultinea so-
bre o mesmo problema matemati-
co em trés centros de estudo. Com
doutorado obtido havia menos de
uma semana no Instituto de Matematica Pura
e Aplicada (Impa), no Rio de Janeiro, o paulista
Marcelo Campos falou para uma plateia de cer-
ca de 20 pessoas no Instituto de Matematica e
Estatistica da Universidade de Sdo Paulo (IME-
-USP). O britanico Simon Griffiths, professor
da Pontificia Universidade Catdlica do Rio de
Janeiro (PUC-RJ), fez uma apresentacfio no Impa
e o canadense Julian Sahasrabudhe discorreu
sobre o tema na Faculdade de Matematica da
Universidade de Cambridge, no Reino Unido.
Ainda naquele dia, terminados os seminarios,
a trinca de matematicos, mais o colega britani-
co Rob Morris, pesquisador do Impa, subiu um
artigo cientifico a oito méos no arXiv, um repo-
sitorio de preprints, estudos ainda néo revisados
por pares. A essa altura, parte da comunidade de
pesquisadores da area de combinatéria, ramo da
matematica que estuda as propriedades extremas,
tipicas e estruturais de objetos finitos, ja tinha
tomado contato com o trabalho. “Basicamente,
todos os especialistas em combinatdria se esfor-
caram muito para responder a essa pergunta —
inclusive eu - e acho que é justo dizer que é um
dos dois ou trés principais problemas em aberto
na combinatdria extrema, ou talvez até mesmo o
principal”, tuitou o britanico Timothy Gowers,
ganhador da medalha Fields, um dos maiores
prémios da matematica, um dia depois de ter
visto, maravilhado, o semindrio em Cambridge.
Conforme seu titulo anunciava, o trabalho do
quarteto trazia “um avanco exponencial” sobre
o teorema de Ramsey, representado pela notacéo
R(k). Trata-se de um problema de enunciado
muito simples, mas que, desde 1935, néo era al-
vo de nenhum progresso realmente significativo
no caminho de sua elucidacéo. “Néo resolvemos
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o teorema”, explica Campos. “O que fizemos foi
criar um algoritmo que reduziu o valor do limite
superior da resposta do teorema.”

Parece pouco para quem néo é da area, mas
o resultado foi saudado mundo afora como um
feito e o artigo foi alvo de reportagens em meios
de comunicacéo especializados em ciéncia e na
imprensa em geral. “Fiquei chocado”, comentou
o matematico Yuval Wigderson, da Universidade
de Tel Aviv, em entrevista a Quanta Magazine,
ao tomar conhecimento do trabalho. “Fiquei li-
teralmente tremendo de meia a uma hora.” O
pesquisador Guilherme Mota, do IME-USP, que
organizou o semindrio dado por Campos na uni-
versidade paulista, também se surpreendeu com
a contribuicéo de seus colegas. “Todo mundo da
area de combinatodria ja se debrucou em algum
momento sobre esse teorema”, diz Mota, que
atua nesse campo e tem trabalhos com dois dos
quatro autores do novo artigo. “Depois de tanto
tempo sem grandes avancos, ninguém esperava
por essa noticia.”

Formulado em 1930 pelo matematico britinico
Frank Plumpton Ramsey (1903-1930), o teorema
que leva seu nome € tio simples de entender co-
mo dificil de resolver 4 medida que aumenta o
valor do niimero inteiro envolvido em sua formu-
lacdo. Uma popular adaptacéo de seu enunciado
formal coloca a questdo em termos do cotidiano.
Qual é a quantidade minima de convidados que
uma festa deve ter para que sempre, inexoravel-
mente, exista um certo nimero de pessoas que
se conhecam mutuamente ou que esse mesmo
numero de pessoas ndo se conhecam mutuamen-
te? Ndo é necessario obedecer as duas condicdes,
apenas uma delas basta. Esse misterioso nimero
de convidados é representado genericamente pela
letra k, aquela usada no enunciado do teorema de
Ramsey, o tal R(k). Nesse exemplo, parte-se do
pressuposto de que a relacéio de conhecimento
ou desconhecimento é reciproca: se uma pessoa
é amiga da outra, esta, por conseguinte, também
é amiga daquela.
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O que é o teorema de Ramsey

O PROBLEMA

Qual deve ser a menor quantidade de convidados de uma festa para

que ao menos uma dessas duas condicdes seja sempre respeitada?
Exista um ndmero determinado de pessoas que se conhecam mutuamente
ou exista esse mesmo ndmero de pessoas que ndo se conhecam

A SOLUCAO

Se a quantidade de pessoas que devem ser conhecidas ou desconhecidas for,
por exemplo, trés, precisam ser convocados ao menos seis individuos para

0 evento. Esse é um dos poucos casos em que o teorema é resolvido e pode ser
facilmente demonstrado. O teorema ainda ndo tem solucdo se aumentar

o ndmero de convidados que devem ser conhecidos ou estranhos por completo

A DEMONSTRACAO PARA
UMA FESTA COM SEIS PESSOAS

Os convidados sdo
representados por bolinhas O
Na teoria dos grafos,

a matematica chama essas
bolinhas de vértices ou nés

Arelacdo entre cada dupla de
convidados é representada por

um traco

Essa conexdo entre as bolinhas

(vértices) é denominada @)
tecnicamente de arestas Vértice Aresta
o—=0O o—-0

Quando duas pessoas se conhecem,

um traco azul as conecta um traco vermelho as liga

Para que a solucdo do teorema seja alcanc¢ada, é preciso que em
qualquer conjunto de seis pessoas, independentemente de ja terem
se encontrado ou ndo, sempre haja trés que se conhegam ou trés
que ndo se conhecam. Se o hexdgono gerar dentro dele um triangulo
azul ou um vermelho, o teorema estd demonstrado

Trés pessoas que se
conhecem mutuamente

Trés pessoas que ndo se
conhecem mutuamente

Leitores podem comprovar

a validade do teorema para essa
configuracdo especifica. Verdo que
ndo importa a cor escolhida para
pintar cada traco que denota uma
relacdo entre duas pessoas, sempre
surgird ao menos um triangulo de
uma mesma cor, como no exemplo
ao lado. Ou seja, numa festa com
seis convidados, sempre havera
trés que se conhecem mutuamente
ou trés que ndo se conhecem

Quando duas pessoas ndo se conhecem,

Enquanto k for um niimero baixo, o teorema
é facil de se resolver. Se k for 2, a resposta do
problema também é 2. Numa festa com um par
de participantes, os dois convidados séo, for-
cosamente, amigos ou estranhos. Ndo hd uma
terceira possibilidade. Se k for 3, o teorema tam-
bém pode ser equacionado. A resposta é 6. Da
um pouco mais de trabalho, mas até um leigo
consegue entender e demonstrar que, com meia
duzia de participantes, sempre havera trés que
se conhecem ou trés que néio se conhecem (ver
quadro ao lado). Para k equivalente a 4, sdo ne-
cessarias 18 pessoas.

A partir de k igual a 5, os matematicos néo
tém uma resposta fechada para o teorema. Con-
seguem dizer apenas que, nesse caso, 0 numero
minimo de convidados se situa dentro de um in-
tervalo entre 43 e 48 pessoas. Por isso, conforme
aumenta o valor de k, tudo o que os especialistas
em combinatéria sfo capazes de afirmar é que
a resposta do problema se encontra entre um
limite inferior (no exemplo anterior, 0 nimero
43) e um superior (0 48).

xistem duas formulas para calcu-

lar cada limite da resposta parcial

do teorema, o inferior e o superior.

Ambas, no entanto, ainda estio

longe de ser precisas e podem ser

otimizadas. Em outras palavras, a
equacio do limite inferior d4 um resultado muito
menor e a do superior muito maior do que a
desconhecida resposta exata do problema. O
quarteto Campos, Morris, Griffiths e Sahasra-
budhe criou um algoritmo que melhorou subs-
tancialmente a formula empregada para calcular
o limite superior. Em vez de ser 4 elevado a k
(4%, 0 novo trabalho mostrou que a equagio
pode ser reduzida a 3,995 elevado a k (3,995%). A
mudanca parece sutil, mas desde 1935, quando os
matematicos hungaros Paul Erdos (1913-1996) e
George Szekeres (1911-2005) chegaram a formula
4k nenhuma reforma significativa havia sido
implementada na equacgéo.

“Fizemos uma gambiarra matematica e tive-
mos sorte”, diz Griffiths, com bom humor, sobre
a abordagem usada pelo quarteto para aprimo-
rar a formula historicamente empregada para
chegar no limite superior do teorema. “Nesse
primeiro artigo, que devemos publicar em uma
revista cientifica, ndo levamos nosso método a
exaustio. Acreditamos que ainda é possivel re-
duzir um pouco mais o valor de 3,995 que pro-
pusemos na nossa equacio.”

A ideia de trabalhar como o teorema de Ram-
sey ganhou corpo em 2018, quando o canadense
Sahasrabudhe, hoje professor na Universidade de
Cambridge, estava no fim de seu pds-doutorado
no Impa. “Estamos sempre em busca de proble-
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Um prodigio
de Cambridge

Matematico britanico
formulou teorema com
pouco antes de morrer

mas interessantes e dificeis”, conta Morris, do
Impa. “Nossa estratégia habitual é passar alguns
dias discutindo um novo problema em frente do
quadro-negro, gerando ideias e tentando entender
seus principais obstaculos. Depois, decidimos se
temos uma abordagem que vale a pena perseguir
mais adiante.” A maior parte dos encontros do
grupo ocorreu no Rio, durante o verdo, quando
Sahasrabudhe podia deixar o Reino Unido e se
juntar in loco aos colegas. Durante a pandemia,
os encontros pessoais foram transferidos para o
meio virtual.

pesar de estarem had cinco anos

estudando possiveis avancos na

resolucédo do teorema, a contri-

buicdo que fez toda a diferenca

ocorreu apenas em janeiro de

2023, quando mudaram a estra-
tégia para encarar a questdo. Achado o caminho
mais promissor, chegaram ao resultado em dias
e logo escreveram o artigo com a descoberta.
“Optamos por um método probabilistico, ba-
seado nos trabalhos de Erdos, que tenta resolver
problemas n#o aleat6rios”, diz Campos, que se
juntou ao grupo apenas em 2021.

26 anos,

O teorema de Ramsey é possivelmente a contribuicdo cientifica mais
conhecida do britanico Frank Plumpton Ramsey (1903-1930), considerado
um génio por seus pares. Seus trabalhos se inserem nas dreas de matemdtica,
filosofia e economia. Nascido em Cambridge, filho de uma sufragista e de

um professor de matemadtica

do Magdalene College, uma das faculdades da

prestigiosa universidade local, iniciou seus estudos superiores aos 17 anos.
Entrou em 1920 no Trinity College, outra faculdade de Cambridge, e se formou
em 1923 como o melhor aluno de sua turma em matematica.

Fluente em alemado, ainda

no segundo ano da faculdade, iniciou a tradugdo

para o inglés do livro Tractatus logico-philosophicus, do filésofo austriaco
Ludwig Wittgenstein (1889-1951), um dos membros do chamado Circulo
de Viena. Esse grupo era formado por filésofos, matematicos e pensadores que
se reuniam regularmente na capital austriaca nos anos 1920 para discutir
a linguagem e a metodologia cientifica. Ramsey esteve em Viena em 1923
e, No ano seguinte, passou ali seis meses, tendo se encontrado com
Wittgenstein e outros membros do circulo.

As ideias que embasam seu teorema (e a teoria dos grafos) foram publicadas
em 1930, ano em que 0 matematico morreu, pouco antes de completar 27 anos.
Ramsey veio a ébito de causa misteriosa, apés uma cirurgia de emergéncia,

talvez em razdo de possiveis

problemas renais, ictericia ou leptospirose.

O teorema de Ramsey nio tem aplicabilidade
na vida cotidiana, mas seu estudo teve, e tem,
grande impacto na matematica e em areas corre-
latas. Ele é visto como uma das questdes centrais
da combinatéria, com implicacdes em disciplinas
como computacdo, 1dgica e fisica estatistica. A
chamada teoria dos grafos, um dos componen-
tes centrais da combinatdria, estd intimamente
relacionada ao teorema.

Um grafo é uma representacéo abstrata de
um conjunto de elementos e das relagdes entre
cada subconjunto dessa estrutura formado por
dois desses objetos. Os elementos sdo denomina-
dos vértices ou nos. As relacdes sdo associadas a
arestas, que estabelecem uma conex&o entre os
pares de objetos. Na analogia social usada para
explicar o teorema de Ramsey, o grafo da festa é
formado por vértices (cada pessoa é um deles) e
arestas (a relacfo entre cada par de convidados,
se se conhecem ou se sdo completos estranhos).
As arestas que ligam dois amigos sdo pintadas de
uma cor, por convencio, geralmente azul. As que
combinam dois estranhos costumam ser colori-
das de vermelho. Assim é possivel diferenciar o
tipo ou qualidade da relacéo.

A ideia de fundo do teorema de Ramsey é mos-
trar que em qualquer estrutura formada por um
conjunto de elementos, mesmo nas maiores e
mais aleatdrias, sempre ha um subconjunto desses
elementos, uma estrutura menor, que apresenta
certo ordenamento. “Até dentro do caos, hd uma
parcela de organizac¢fo”, explica Mota. No fundo,
aresposta do problema indica qual é o tamanho
minimo que essa estrutura caotica deve ter para
que sempre exista, dentro dela, uma subestrutura
com algum tipo de padrio.

Vale a pena retomar mais uma vez o exemplo
da festa para néo deixar duvidas sobre esse pon-
to central. Quantas pessoas, conhecidas ou néo,
devem constituir o conjunto de convidados da
festa - uma estrutura, portanto, cadtica — para
que sempre exista um nimero k de individuos
conhecidos entre si ou um nimero k de desco-
nhecidos. Em ambos os casos, trata-se de uma
subestrutura com ordenamento.

“A importancia de estudar o teorema de Ram-
sey é que ndo sabemos o quanto de organizacéo
pode se ‘esconder’ dentro de uma estrutura, que,
sob outros aspectos, parece ser aleatéria”, diz
Morris. “Essa é uma questio central no estudo
dos objetos finitos grandes. A esperanca é que,
ao estudar o teorema de Ramsey, seremos leva-
dos a desenvolver ferramentas que possam ser
aplicadas em muitos outros contextos.”

Artigo cientifico

CAMPOS, M. et al. An exponential improvement for diagonal Ramsey.
arXiv. 16 mar. 2023.
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